Métodos Matematicos 11

Parte I
Nociones basicas de conjuntos y
aplicaciones

1. Nociones basicas

Un conjunto estd BIEN DEFINIDO cuando se puede saber sin ambigiliedad si un elemento
pertenece o no a él. La definicién puede hacerse:

= Por extensién: enumerando un por uno todos sus elementos, si es finito.

= Por comprension: enunciando las propiedades verificadas por todos sus elementos, y
sélo por ellos.

El conjunto A se dice SUBCONJUNTO de B (ACB) si todos los elementos de A estén
contenidos en B (acA = a€B VacA). Si la relacién es reciproca (acA < a€B VacA),
los conjuntos son iguales. Aquel conjunto que no tiene elementos se dice VACIO (¢), y es
subconjunto de todo A.

2. Operaciones entre conjuntos

Sean A y B dos subconjuntos de U, se definen las
siguientes operaciones:

(1) UNION (AUB): {z €U : z € Aox € B}
(2) INTERSECCION (AMB): {z € U : =z €

Dos conjuntos cuya interseccién
" Y A&z € B}
es ¢ se dicen DISJUNTOS

(3) DIFERENCIA (A-B): {x €U : z € A&z ¢

’ ) I m B}
% I J o@ (4) DIFERENCIA TRIANGULAR (AAB): (A-

B)U(B-A)

Unidn [Npensece  Dirseéenc)
l~ ( ’ i (5) COMPLEMENTARIO A ={z €U : z ¢ A}

Estas operaciones verifican las siguientes propieda-

Teiaewsk  Compuirents . .
4 des para cualesquiera conjuntos A, By C:

(1) IDEMPOTENCIA AUA = ANA = A

AUuB=BUA

(2) CONMUTATIVIDAD { ANB—BNA
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3.

Aplicaciones

f/H(CuD)=fruf (D)
f~1(Cn D)=f"1(C)nf~1(D)

(3) ASOCIATIVIDAD
(AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=ANn(BNC)

(4) DISTRIBUTIVIDAD

(AuUB)NC=(ANnC)u(BNCQO)
{ (ANB)UC =(AuC)N(BUCQC)
(5) LEYES DE MORGAN { i% g

(6) AUBNA)=AN(BUA)=A

Adicionalmente, se define el PRODUCTO CARTE-
SIANO de n conjuntos, A; x As x As... x A,,, como
el conjunto de las n-éplas ordenadas (a,as,...,a,),
donde a; €A;. R? es el producto cartesiano R x

R.

Dados los conjuntos A y B, se dice APLICACION (f)
de A en B a una relacién univoca entre cada acA
y un elemento beB, llamado IMAGEN de a por
f. En esta relacion, el conjunto A se denomina
DOMINIO; B, RANGO. La aplicacion que relaciona
cada miembro de un conjunto A consigo mismo
se llama IDENTIDAD, 4.

El subconjunto de B formado por las imagenes de
los elementos de A por f se denomina IMAGEN de
f, y se denota por Imf o f(A):

Imf={beB : JacA : b= f(a)}

La RECIPROCA o IMAGEN INVERSA de B; CB por
f es el subconjunto de A cuyos elementos tienen
imagen por f en Bj:

fY(B)={a€A : fla) € By}

Dados f: A— By g: B — C, se llama COMPO-
SICION de f con g, gof : A — C, a una aplicacién:

(gof)(a) = g(f(a))Va € A
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La aplicaciéon INVERSA de f : A — B, f7! es

Biyectiva quiere decir al mismo aquélla que verifica:
tiempo inyectiva y sobreyecti- 3 3
va. (flof)y=1Iay (fof ") =1Ip

Si existe la inversa, es tnica. Sea f : A — B con
= f,g inyectivas = gof inyec- dos inversas distintas, g: B —+ Ay ¢’ : B — A:

tiva
g' = L10g' = (gof)og' = go(fog') = golp =g
= fig sobreyectivas = fog

sobreyectiva Una aplicacién f: A — B se dice:

= (gof) inyectiva = f inyec- (1) INYECTIVA: f(a) = f(d') < a=dVae A
tiva

(s(f(a))=g(f(a))) = a=a’
= f(a)=f(a’)< a=a’

(2) SOBREYECTIVA: f(A) =B
(3) BIYECTIVA: Vb e Bilae A: f(a) =10

« (fog) sobreyectiva = g so- f:A — B es biyectiva < tiene inversa:

breyectiva "7 VbeB3laeA: fla)=b

V ce CFac A : g(f(a))=c g: B — A con g(b)=a verifica:
:VcECHbEB:gb):C (gof):IAy(ng):IB

= g sobreyectiva " <" (f7lof) = I, inyectiva = f inyectiva

(fof~1) = Ip, sobreyectiva = fsobreyectiva
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Parte 11
Elementos de la teoria de grupos

1.

Operaciones

Dadas dos operaciones internas en
X, se dice que * es distributiva por
la izquierda respecto a - si verifica:

x1 % (X9 - x3) = (21 * x2) - (71 * 23)

La distributividad por la derecha se
define de forma anéloga.

Unicidad del neutro para * interna:
€1 = €1 €2 = €9

Un elemento es IDEMPOTENTE para
* interna si:

T*xT =2

Elementos de la teoria

Un grupo es ABELIANO si la opera-
cién interna es conmutativa.

En un grupo, sélo el elemento neutro
es idempotente:

dr:x*xx =2

e=xtx(zxz)=(z"lxx)xx

-1

(x 7 xz)kxx=exx =1

Se denomina OPERACION INTERNA en el
conjunto X a una aplicacién * tal que
*. X*X—X. Dicha operacién serd CON-
MUTATIVA si X1*xo=xo¥x1 Vx1, x9 €X, y
ASOCIATIVA i verifica (x1*x9*x3)=x1%(x2*x3)
Vx1,X9,x3 €X.

Dados una operacién interna en X y uno de
los miembros de este conjunto, e, se dice que
el elemento es NEUTRO para la operacion si:

exr=xxe=aVre X

Aquel elemento que operado con x da siempre
como resultado el neutro se dice SIMETRICO
de x, y se denota x~!. Respecto de una opera-
cioén interna y asociativa, el simétrico de cada
elemento es tnico:

et =exal = (zy xa) xayt =

1

Ty *(:U*:cl_l):xg_l*e:xz_l

de grupos

Dados un conjunto no vacio, G, y una opera-
ci6én interna en él, *, se dice que (G,*) es un
GRUPO si:

(1) La operacién es asociativa
(2) JeeG : e*x=x*e=x VxeG
(3) Ix ! eG : x Prx=x*x"1=e ¥xe€G

Si * es interna en HCG, H# 0, y (H,*) es un
grupo, H se dice SUBGRUPO de G.
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Propiedades basicas del homomorfis-
mo f:G—G”:

(1) fleq)=eq
f(eg) f(eg*eg)—f(eg) f(eg) =
f(eq) idempotente = f(eq)=eq
(2) f(x~1)=f(x)~"
fleq)=f(x*x~1)=f(x)-f(x V) =eq
= f(x) " (x) f(x )= (71

Otras propiedades:
(1) Kerf subgrupo de G

(2) H subgrupo de G = f(H) subgrupo
de G’

(3) T subgrupo de G’ = f!
grupo de G

(T) sub-

(4) Imf subgrupo de G

f inyectiva < Kerf={eg}
f sobreyectiva < Imf=G’

Dados los grupos (G,*) y (G’,), se dice
de una aplicacién f de G en G’ que es un
HOMOMORFISMO de grupos si verifica:

flxxy) = f(x)- f(y)Vz,y € G

Dado el homomorfismo f:G—G’, se defi-
ne Kerf como el conjunto de elementos
de G cuya imagen por f es el neutro.

Un conjunto A con dos operaciones in-
ternas, (A,*)-), es un ANILLO si:

(1) (A,*) es un grupo conmutativo

(2) - es asociativa

(3) - es distributiva respecto a *

ambos lados

por

Un anillo es UNITARIO si existe neutro
para la segunda operacién. Es abeliano
si la operacién - es conmutativa.

Un anillo unitario en que cada elemento
no nulo tiene simétrico respecto de la se-
gunda operacion se denomina CUERPO.
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Parte III
Espacios vectoriales

1. Espacios vectoriales

(I) aA(vi+va)=alvi+alv,y
Va eK,veV

(II) (a+pB)Av=alv+BAv
Ya,8 €eK,veV

(IT) (aB)Av=af(BAV)
Va,8 eK,veV

(IV) ex Av=v VveV

1) V= Ta #£ 0 = E!a_IOV =
a ! Aoy = al A (w) =
(a ta)y =v

" <="0g Av=(0g —Og)Av
O ANv—0g ANv=0yav O,
a(Oy — Oy) = O,

(2) au+ (—au) =v(a —a) =0, =
aOy = a0, = av + a(—v) =
(—a)v = a(-v) = —(aw)

Un ESPACIO VECTORIAL es una terna
((V,*),(K,+,),A) tal que (V,*) es un gru-
po abeliano de vectores, (K,+,-) es un
cuerpo de escalares, y /A es una ley de com-
posicion externa que cumple las siguientes
condiciones:

(I) Distributiva respecto a la suma de
vectores

(IT) Distributiva respecto a la suma de
escalares

(ITI) Asociatividad

(IV) Existencia del neutro

Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K (K-espacio vectorial), se verifica:

(1) av=ev & a=0g o v=0y

(2) (av)v=a(-v)=(av)

2. Subespacios de un espacio vectorial

Si {V;}i € I es una familia de subes-
pacios de V, N; €I V; es el mayor
subespacio de V contenido en todos
los V;. No obstante, la unién de es-
pacios vectoriales no es un espacio
vectorial.

Un subconjunto no vacio de un K-espacio vec-
torial, U, se dice SUBESPACIO de V si:

(1) up+ug €U Vuy,up €UCV
(2) aueU Va €K,uelU

Ademds, U es un espacio vectorial con las
mismas operaciones que V y el mismo neu-
tro para la suma.

Si V1 y Vg son subespacios de V, se define el
subespacio SUMA de Vi y V3 como:

Vi+Vo={v1+uv2:v €Vi}
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3.

Sistemas de generadores

(2) v=egv YveS=ve<S>
(3) SCV'CV= aveV’ Va €K, veV
= Yov; €V =<S>CV’

Vi+Vo=<V1UVy >, Vi, Vo CV

De un sistema de generadores se pue-
de eliminar un vector solo si éste es
combinacion lineal de los demas ele-

mentos de S.

<S>=< S—{v} > ve< S—{v}

S es linealmente independiente <
vg<S-{v} > VveS

7= 7 ve<S-{v} >= Zavi=v=
(-v)+Xa; v;=0= S linealmente de-
pendiente.

7 <="Ive<S{v} > ¥, vi=0=
3 —(Cki)fl #Oé E?ZQOQVI': -(1Vy
:>v1:—ai_12?:2a,-vi =ve<S-{v} >

Sea una combinacién linealmente
dependiente de vectores de SU{v}
igualada a cero. Si el coeficiente de v
es nulo, entonces alguno de los otros
«; es distinto de 0 = S es linealmen-
te dependiente. Si el coeficiente de v
no es nulo, vé<S>. En ambos casos
se llega a contradiccion.

Dado un conjunto de vectores de un espa-
cio vectorial (V1,K, ), S, se dice que veV es
COMBINACION LINEAL de los vectores de S si:

Jvi,v9, .., € S, 1,0, ..., € K

S v =

El conjunto de combinaciones lineales de vec-
tores de S, <S>, verifica:

(1) es subespacio de (V,K,-)
(2) contiene a S

(3) estd contenido en todos los subespacios
de (V,K,-) que contienen a S.

Dado un espacio vectorial, V, se dice que un
conjunto S de vectores de V es un SISTEMA
DE GENERADORES de V si <S>=V.

Un conjunto S de vectores del K-espacio vec-
torial V es LIBRE 0 LINEALMENTE INDEPEN-
DIENTE cuando ¥;a;v;=0& ;=0 VYa;, donde
a; €K,v; €S. Cuando un conjunto no es libre,
se dice LIGADO 0 LINEALMENTE DEPENDIEN-
TE.

Si (V,K,-) es un espacio vectorial, S un con-
junto de vectores linealmente independientes,
y v¢<S>, entonces SU{v} es linealmente in-
dependiente.

Bases y dimension de un espacio vectorial

MINIMAL DE GENERADORES: de lo
contrario 3B —{v} :< B—{v} >=<
B >=V, que implica que B es li-
nealmente dependiente.

MAXIMAL DE INDEPENDIENTES: sa-
biendo que B es minimal de genera-
dores, {v} U B linealmente indepen-
diente implicaria que v¢< B >

Se llama BASE de un conjunto V de vecto-
res a un subconjunto BCV minimal de gene-
radores y maximal de linealmente indepen-
dientes. Cada vector de V se puede expresar
UNIVOCAMENTE como combinacién lineal de
los vectores de su base:

Youv; = Eﬁivi = Z(ai —ﬁi)vi =0=o; = 52
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BASE: si B es maximal de linealmen-
te independientes, debe ser genera-
dor, pues de lo contrario IveV:vg¢<
B >y {v}UV seria libre.

BASE CANONICA es aquélla formada
por vectores coordinados unitarios,
denotada por C.

Se sigue del teorema de Steinitz que
ningin conjunto de vectores de V
con mas elementos que la base pue-
de ser linealmente independiente, ya
que en ese caso los términos de la ba-
se deberian poder sustituirse por los
del conjunto.

TODAS LAS BASES DE UN MISMO
ESPACIO VECTORIAL DEBEN TENER
EL MISMO NUMERO DE ELEMENTOS,
np, ya que los términos de cada una
deben ser intercambiables por los de
las otras.

(1) Son generadores, porque si exis-
tiera v¢ < B > habria un conjunto
libre BU{v} con més elementos que
la base, lo cual es absurdo por el teo-
rema de Steinitz.

(2) Si no fueran linealmente inde-
pendientes, seria posible eliminar al-
guno de ellos= Habria una base con
n-i elementos: es absurdo por el teo-
rema de Steinitz.

Los coeficientes a; en la combinacién lineal
Yoa;v; = v,v; € B, se llaman COORDENADAS
de v respecto de B.

TEOREMA DE EXISTENCIA DE BASE: dado un
K-espacio vectorial no nulo con un conjunto
finito de generadores, S, ABCS tal que B es
base de V.

(1) Si S es linealmente independiente, es
base

(2) Siesligado, IveS:< §—{v} >=< 5 >
y se puede eliminar del conjunto. El
proceso es recursivo: se puede repetir
tantas veces como sea necesario

TEOREMA DE STEINITZ: si V es un espacio
vectorial con una base finita de n elemen-
tos, B={F1, Es, ..., E,}, y L={F}, F, ..., F,.}
es un conjunto linealmente independiente, r
vectores de B se pueden sustituir por vectores
de L para obtener una nueva base de V.

Demostracién del teorema de Steinitz:

P =Y B = E =—a; ' (F +30,) =
F e« {Fl, Es, ..., En} >, {EQ, FEs..., En} e<
{Fl, FEo, ..., En} >= {Fl, FEo, ..., En} de ge-
neradores, Fy ¢< {Es, Es,..,E,} >=
{F1, Es, ..., E,} linealmente independiente =
El conjunto es una base

Dados un espacio vectorial, V, con una
base B de n elementos, y un conjunto
L={E1, Es,...,E,} de vectores de V lineal-
mente independientes, se puede obtener una
nueva base B’ de V tal que LCB’ anadiendo
n-r vectores a L.

El nimero de vectores de una base es la DI-
MENSION del espacio vectorial y se denota
dimV. Para dimV=n, se cumple que:

(1) B={F,...,E,} lincalmente indepen-
dientes son base.

(2) B={FE\,..., By} generadores son base.



Métodos Matematicos 11

Puesto que Byny tiene r elementos
y se puede completar tanto a una
base de U, anadiendo s-r vectores,
como a una base de V, con t-r vec-
tores, ByUBy tiene t+s-r vectores,
y es base de U+V.

ByUBy es base de By+By, .
Demostracién:

(1) ByUBy generador: veV+Vy se
puede expresar como combinacién
lineal de vectores de By (E;), By
(F;), y BunBy (Fy, i=1,2....t):
V=Ult+u2 = ZleaiFi—i-Eg:lBiFi—i—
Vi1Vl

Swtw= X, (u + B)F +
Yol + X vib

Sii(ai + Bi)Fi + S aiF; € <
By >; X viF; €< By >

=vE<< BIUBy >

(2) ByUBy linealmente indepen-
diente: si un vector de By se puede
expresar como combinacién lineal de
los elementos de By, pertenece a la
interseccion de los espacios U y V.
Por tanto, se puede expresar tam-
bién como combinacién lineal de los
vectores de Byny .

EleaiFi + EleﬁlEZ = 0 =
Elea,;Fi ceVinVy, = EleaiFi e<
BiNBy >= Ele’Yz’Ei + E§:1/BZEZ +
Y hiBi =0= (vi+6i) =0y
A =0Vi=1,2.. o la base es lineal-
mente dependiente, lo cual es absur-
do.

La FORMULA DE GRASSMANN relaciona la di-
mensién de dos espacios vectoriales con la de
su suma:

| dimU + dimV = dim(U + V) + dim(UNV) |

Si la interseccién de dos subespacios de V, Vy
y Va, es {0}, su suma se dice DIRECTA y se
denota V1®Vs. Si Vi@V, es el propio V, los
subespacios se denominan SUPLEMENTARIOS.

Existe un suplementario para cada subespa-
cio de V. Demostracion:

Sea Vi CV un subespacio de V generado por
By, ={E1, ..., E,}. Esta base se puede com-
pletar a una base de V con n-r vectores,
n=dimV:

Bv = {Eb ey ET7 ’En}

La interseccion de Vi con el espacio generado
por los vectores anadidos es el 0:

<A{Ei, .., E.} >N<{E41,....,E} >={0}
Viy < {E;41,..., E,} > son espacios de in-
terseccion 0, y la unién de sus bases es una
base de V:

< FEy,..,.E,>=V

= Los espacios son suplementarios.

ViNnVy, = {0} < Hay una sola expresién
vi+voVvy,vo EV1+Vy

"=PViN Ve = {0} = v +ve = 0] + 0 =
v —v) =vh—v eViNnVy= v —0v) =0=
v = v}, v9 = )

P eVinVo=04+v=0v+0e V1Nl —
Como la forma de expresion es tnica, v=0.
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5. Ecuaciones de un subespacio vectorial

Si V es un espacio vectorial de dimensién
n y U es un subespacio de V cuya base es
{u;, ..., u, }, existe un sistema de n-r ecuacio-
nes lineales (ECUACIONES LINEALES DEL ES-
PACIO) del que son soluciones los vectores de
U.

10
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Parte IV
Aplicaciones lineales y matrices

1.

Aplicaciones lineales

MONOMORFISMO: aplicacién lineal
inyectiva

EPIMORFISMO: aplicacion lineal so-
breyectiva

ISOMORFISMO: aplicacién lineal bi-
yectiva
ENDOMORFISMO:
V>V
AUTOMORFISMO: endomorfismo bi-
yectivo

aplicacién lineal

f:V—=W isomorfismo < f~1:W—=V
isomorfismo. Demostracién: basta
con comprobar que es lineal.
=f~1(v+w)=f"1(f(a+b))=a+b=
=1 (v)+£1(w)

= (av)=f"(f(aa))=ca=af1(v)
< Se verifica trivialmente al demos-
trar la primera parte, porque f se
puede considerar la inversa de f~1.

Dada f:V—W, se llama RANGO de
la aplicacién, rangf, a la dimensién
del subespacio imagen.

(1)=dimV=n=dimImf. {Ey, ..., E,}
linealmente independiente se
puede completar a una base
de V: {Ey,..,E. .. E,} =
{f(E1),..., f(Eyn)} base de Imf =
{f(E1),...,f(E,)} linealmente in-
dependientes = {f(E1),..., f(Er)}
linealmente independientes.

< {Fi,..,E,} base de V =
{f(E1),..., f(En)} libre, base de W
= dimV=dimW=- dimkerf =0

Dados dos espacios k-vectoriales, V.y W, se
dice que f:V—W es LINEAL si verifica:

(1) f(V1—|—V2):f(V1)—|—f(V2)
(2) flav)=af(v), a €K

Si f es lineal, Kerf es un espacio vectorial.
Una aplicacién lineal f:V—W estd COMPLE-
TAMENTE DETERMINADA Si se conocen las
imagenes de los vectores de una base cual-
quiera de su dominio, B={Ey, ..., E,}, ya que
Imf=< {f(E1),..., f(En)} >. Si Imf=W, la
aplicacion se dice EPIMORFISMO

Dos espacios vectoriales son ISOMORFOS,
V=W, si entre ellos se puede establecer un
isomorfismo. El espacio K-vectorial V de di-
mension n es siempre isomorfo a K™.

Una aplicacién lineal {:V—W verifica siem-
pre:

dimV = dimKerf + dimImf

Demostracion:

Una base de Kerf, {Fy,...,E.}, se puede
completar a una de V, {Ey,....E,, ..., E,},
de manera que f(E;)=..=f(E,)=0 vy
{f(Ers1),..., f(En)} es una base de Imf. No
se puede suponer lo contrario sin llegar a un
absurdo, pues:

E?:rJrlf(aiEi) =0 = f(E?:r+1aiEi) =
0 = X' a;E € Kerf, pero como to-
dos los vectores del Kerf tienen una tni-
ca expresién como combinacion lineal de E;,
i=1,2,....,r, se sigue que ;=0 Vi=r+1,...,n.

Una aplicacién lineal es inyectiva < La ima-
gen de cualquier conjunto de vectores lineal-
mente independientes es linealmente inde-
pendiente. (1)

11
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(2)”=Una base {Ei,...,E.} gene-
 Voy {f(E), e f(B)} gene-
ra Imf. Como la aplicacién es
sobreyectiva, Imf=W. Por tanto,
{f(E1), ..., f(E.)} genera W.
"«<Una base {F1, ..., E,} genera V
y {f(E1),.... f(En)} genera W. Sin
embargo, este conjunto es a su vez
generador de Imf, luego Imf=W.

Th. de clasificacién

"="Imf = Wikerf = {0} =
dimV = dimImf = dimW

?«<"La aplicacion lineal que lleva los
elementos de la base de V a los ele-
mentos de la base de W es un iso-
morfismo, porque I'mf=W y, como
dimV = dimW , dimKer f=0.

f:V—=W es sobreyectiva < El conjunto de
imégenes de un sistema generador de V es
generador de W (2).

TEOREMA DE CLASIFICACION: Dos espacios
K-vectoriales, V' y W, son isomorfos < Tie-
nen la misma dimension.

Toda aplicacion lineal f:V—W tiene una MA-
TRIZ ASOCIADA que, multiplicada por las
coordenadas de un ve€V respecto a By, da
como resultado las coordenadas de f(v) res-
pecto a Byy. Los elementos de esta matriz son
las coordenadas de f(E;), E; €By, respecto a
Bw.

Dadas dos bases, By y B’y, de un mismo es-
pacio vectorial V, se llama MATRIZ CAMBIO
DE BASE, Igp/ a la matriz asociada a la apli-
cacion identidad respecto de las bases B y B’.

12



Métodos Matematicos 11

Parte V
Determinantes

1. Definicion y propiedades

El determinante de una matriz es
igual al de su traspuesta, por lo que
toda propiedad verificada por sus fi-
las es aplicable a sus columnas.

Determinante de la matriz diagonal:
I aii

Determinante de la matriz triangu-
lar: H?:l (477

Determinante del producto de ma-
trices: |AB|=|A||B|

La matriz adjunta, adj(A), tiene por
elementos los adjuntos de cada ele-
mento de A.

La suma de los productos de los ele-
mentos de una fila por los adjuntos
de otra es igual a 0. Si se forma una
matriz B idéntica a A, salvo por la
linea s, que es igual a la r, y se desa-
rrolla det(B) por la linea s, éste serd
nulo. Concluye la demostracion.

Dada una matriz cuadrada, A, de orden n,
se llama SUBMATRIZ de A de orden n-r a la
matriz cuadrada que resulta al suprimir r filas
y r columnas de a: A(i1,....ip [jiye-esjr)

El DETERMINANTE de una matriz cuadrada
(A) de orden n, |A| o det(A) se calcula:

(1) n=1= det(A)=ay;
(2) n>2= det(A)=X"_; (~1)*a;det[A(i]j)]

El elemento (-1)!*7det[A(i[j)] se dice cofactor
0 ADJUNTO de a;j y se denota A;;.

Dada una matriz cuadrada de orden n sobre
R, A, se cumple que:

(1) Todos los elementos de una fila son
nulos=-det(A)=0

(2) Se intercambian dos filas=Cambia el
signo del determinante

(3) En A hay dos filas iguales=det(A)=0

(4) Se multiplica una fila por A =El de-
terminante de la matriz resultante es
Adet(A)

(5) Los elementos de dos filas son
proporcionales=-det(A)=0

(6) La fila r es suma de dos sumandos=-FEl
determinante se puede descomponer en
dos

(7) Una fila es combinacién lineal de las
otras=-det(A)=0

13
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2.

Matrices invertibles

rang(A)#n=-det(A)=0"
det(C1,...,EaiCj,...,Cn):
E?#ajdet(Cl,...,Cj,..,Cn):O
"det(A)=0= A"

JA = AAI=T
=det(A)det(A~)=1=det(A)#0
” A no invertible=rang(A)#n”
Considerar f..=A. Si fuera bi-
yectiva, f!=A~"! luego mno lo
es=rang(f)<n

Dada AeM,;n(R), se dice que la matriz es
INVERTIBLE si existe BEM,,,(R) tal que
AB=BA=I,,;,(R). Para una matriz cuadra-
da de orden n, se cumple:

rang(A)#n<det(A)=0<A no es invertible

De las igualdades siguientes, basadas en
que la suma de términos multiplicados
por adjuntos que no sean los suyos serd
nula, se sigue la férmula de la ma-
triz inversa: A(adj(A))'=|A|l,=(adj(A))'A
= |A| tadj(A)=A"1.

14
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Parte VI
Sistemas de ecuaciones lineales

1.

Sistemas de ecuaciones lineales
Dado un sistema de m ecuaciones lineales con
n incégnitas y coeficientes en K, de térmi-
nos independientes D={dy, ..., d,,}, se deno-
minan MATRIZ DE COEFICIENTES y MATRIZ
SISTEMA INCOMPATIBLE: no tiene AMPLIADA las matrices:
solucion
Q11 Q1p
SISTEMA COMPATIBLE INDETERMI- -
NADO: mas de una solucién (infini- o
. am1 AOmn
tas, si ai; € R)
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINA-
o o1 ol dr
DO: solucién unica A=
SISTEMA  HOMOGENEO:  d;=0
. ! 1 Amn dm
Vi=1,2...

vog €K" es solucién de un sistema si
f(vo)=D

’ dimKerf=n-rang(C) ‘
—Las columnas de C generan Imf,
luego dim(Imf)=rang(C). Por ello,
n=dim(Imf)+dim(Kerf)

En un sistema homogéneo: vq

solucién = vy €Kerf. dimKerf=n-

rang(C)=Bkerf=<E1,....Ey_rang(c) >
= V0:>\1E1+--'+/\n—rang(C)En—7"a”9(C)

Vv solucién

(1)  f(vo)=D=f(vo+v)=f(vo+v)=
f(vo)+f(v)=D+0=D

(2) f(v1-vo)=0= vi-vo €Kerf =v=
vi1-vg =vi=vo+v, veKerf

Una lista ordenada v €K” cuyos elementos
verifiquen las m igualdades es SOLUCION del
sistema.

Cada sistema de m ecuaciones lineales con
n incégnitas tiene asociado una aplicacién li-
neal f:K” —K" cuya matriz es fgg=C, don-
de B y B’ denotan las bases candnicas de K"
y K™.

Las soluciones de un sistema homogéneo de
n ecuaciones lineales dependen de n-rang(C)
parametros, donde n es el niimero de colum-
nas.

Para un sistema de m ecuaciones lineales con
n incégnitas, se verifica que:

(1) vo €K™ solucién = vp+v solucién
VveKerf

(2) vo, vi €K" soluciones = 3 veKerf :
vi=vg+Vv

Como corolario, si vq es solucién del sistema,
el resto de soluciones son de la forma vg+v,
veKerf.

15



Métodos Matematicos 11

2. Teorema de Rouché-Frobenius

(1) Sistema  compatible &
Delmf=<Columnas de C>
< rang(C)=rang(A)

) rang(C)orang(A)—n o sis | () rng(O)=rang(A)n & Sistema com-
patible determinado

(1) rang(C)<rang(A) < Sistema incompa-
tible

tema compatible, f inyectiva
(dimKerf=n-n) < 3! veK" :

(3) rang(C)=rang(A)<n < Sistema com-
f(v)=D

patible indeterminado
(3) rang(C)=rang(A)< n < Es
compatible, y por (2) no esté

determinado (1) rang(C)=n < Solucién tnica
(0,...,0)

(2) rang(C)<n < Infinitas soluciones

(4) En un sistema homogéneo:

(4) Sistema  homogéneo &
(0,...,0)eK™ solucién =

(@) rang(C) =n < (0, ...,0) es solucién tnica
rang(C) #n < Kerf # {0} < vg + v solucién Vv € Ker f

3. Regla de Cramer

Se llama MATRIZ DE LA INCOGNITA X;, Aj,
a la matiz que resulta de sustituir por D la
columna j de la matriz de coeficientes. Da-
do un sistema de n ecuaciones lineales con n
incognitas, se cumple que:

(1) det(Aj)=x;det(A)
(2) Si el sistema es de Cramer (det(C)#£0),

la solucién viene dada por:
det(Aj)
€Tj =
det(A)
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Parte VII

Diagonalizacion de matrices

»=73D,S : STIAS=D = det(S)#0
= Ipc=S = fpp=lcpfcclpc=D
?<"foe=D, fpp diagonal =
tep=lcpfcclpe — Ipc=S,
Icp=S"! — S~'AS diagonal

A diagonalizable = A™ diagonaliza-
ble, n€Z*. Demostracién:
A=SDS™! = A"=(SDS7!)" =
A"=SDS~'SDS!..SDS~'=SD"S~!
= S~!A"S=D" diagonal

Av=Xv = A(pv)=p(Av)=A(uv)

B=S"'AS— S !(A-xI)S=S'AS -
xS~ HS=B-xI
|STH(A-xI)S|=|A-xI|=|B-x]|

La matriz S es unién de bases de
ker(A-)\;I) puestas en columna.

0 es autovalor de A < det(A)=0
"="IvA0 1 Av=0 = veKerA =
rang(A)<n = det(A)=0

7<= Qa,=|A-0I|=det(A)=0

A autovalor = Ker(A-AI)#£ {0}
(A-AD)v=Av-Av=0 = veKer(A-AI)
v£0)

Ker(A-AI)# {0} = rang(A-A)<n
n=dimKer(A-AI)+rang(A-AI) (Te-
ma 4)

rang(A-Al)<n = |A-AI|=0

Por las propiedades del determinan-
te.

Una matriz D=(a;;)€EMpzn(R) es DIAGO-
NAL si i#j implica a;j=0. Dos matrices A
y B €M,zn(K) son SEMEJANTES si 3571,
SEM, 2 (K) : B=S7!AS. Esta relacién se de-
nota A~B. Si la matriz B es diagonal, A se
dice DIAGONALIZABLE.

La matriz A es diagonalizable < El endomor-
fismo f:K" —K" con foc=A es diagonaliza-
ble (existe una base B de K™ tal que fpp es
diagonal).

Dada A€M, (R), son AUTOVECTORES de A
aquellos veK" para los que existe A €K :
Av=M\v (v# 0). El coeficiente A se denomi-
na AUTOVALOR o valor propio de A.

Un autovector estd asociado a un tunico au-
tovalor, pero cada uno de éstos se asocia a
infinitos vectores.

AeM,;n (R) es diagonalizable < Existen \; y
v; tales que (A-\;1)v;=0, v; # 0. Los autova-
lores son raices del polinomio |A-xI|, que se
dice CARACTERISTICO. Este es comtn para
dos matrices semejantes:

A~B=|A—-zl|=|B—al|

A autovalor de A < Ker(A-AI)#0 < rang(A-
M)<n < A raiz de |A-x]]|

CONCLUSION:  si una matriz A€EM,,;,,(K) es
diagonalizable, se cumple que:

(1) Su polinomio caracteristico tiene todas
las raices en el cuerpo K, ya que son
elementos de la matriz diagonal

(2) La multiplicidad de cada autovalor co-
mo raiz del polinomio caracteristico
coincide con la dimensién del ker(A-

Ad)




