
Métodos Matemáticos II

Parte I

Nociones básicas de conjuntos y
aplicaciones

1. Nociones básicas

Un conjunto está bien definido cuando se puede saber sin ambigüedad si un elemento
pertenece o no a él. La definición puede hacerse:

Por extensión: enumerando un por uno todos sus elementos, si es finito.

Por comprensión: enunciando las propiedades verificadas por todos sus elementos, y
sólo por ellos.

El conjunto A se dice subconjunto de B (A⊂B) si todos los elementos de A están
contenidos en B (a∈A ⇒ a∈B ∀a∈A). Si la relación es rećıproca (a∈A ⇔ a∈B ∀a∈A),
los conjuntos son iguales. Aquel conjunto que no tiene elementos se dice vaćıo (φ), y es
subconjunto de todo A.

2. Operaciones entre conjuntos

Dos conjuntos cuya intersección
es φ se dicen disjuntos

Sean A y B dos subconjuntos de U, se definen las
siguientes operaciones:

(1) Unión (A∪B): {x ∈ U : x ∈ A o x ∈ B}

(2) Intersección (A∩B): {x ∈ U : x ∈
A & x ∈ B}

(3) Diferencia (A-B): {x ∈ U : x ∈ A & x /∈
B}

(4) Diferencia triangular (A4B): (A-
B)∪(B-A)

(5) Complementario A = {x ∈ U : x /∈ A}

Estas operaciones verifican las siguientes propieda-
des para cualesquiera conjuntos A, B y C:

(1) Idempotencia A∪A = A∩A = A

(2) Conmutatividad

{
A ∪B = B ∪A
A ∩B = B ∩A
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(3) Asociatividad{
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

(4) Distributividad{
(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)
(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

(5) Leyes de Morgan

{
A ∪B = A ∩B
A ∩B = A ∪B

(6) A∪(B∩A)=A∩(B∪A)=A

Adicionalmente, se define el producto carte-
siano de n conjuntos, A1 x A2 x A3... x An, como
el conjunto de las n-éplas ordenadas (a1,a2,...,an),
donde ai ∈Ai. R2 es el producto cartesiano R x
R.

3. Aplicaciones

(1) A⊆B⇒f(A)⊆f(B)

(2) f(A∪B)=f(A)∪f(B)

(3) f(A∩B)⊆f(A)∩f(B)

(4) C⊆B⇒f−1(C)⊆f−1(B)

(5) f−1(C ∪D) = f−1 ∪ f−1(D)

f−1(C∩ D)=f−1(C)∩f−1(D)

Dados los conjuntos A y B, se dice aplicación (f)
de A en B a una relación uńıvoca entre cada a∈A
y un elemento b∈B, llamado imagen de a por
f . En esta relación, el conjunto A se denomina
dominio; B, rango. La aplicación que relaciona
cada miembro de un conjunto A consigo mismo
se llama identidad, IA.
El subconjunto de B formado por las imágenes de
los elementos de A por f se denomina imagen de
f , y se denota por Imf o f(A):

Imf = {b ∈ B : ∃a ∈ A : b = f(a)}

La rećıproca o imagen inversa de B1 ⊂B por
f es el subconjunto de A cuyos elementos tienen
imagen por f en B1:

f−1(B1) = {a ∈ A : f(a) ∈ B1}

Dados f : A→ B y g : B → C, se llama compo-
sición de f con g, gof : A→ C, a una aplicación:

(gof)(a) = g(f(a))∀a ∈ A
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Biyectiva quiere decir al mismo
tiempo inyectiva y sobreyecti-
va.

f,g inyectivas⇒ gof inyec-
tiva

f,g sobreyectivas ⇒ fog
sobreyectiva

(gof) inyectiva ⇒ f inyec-
tiva

(g(f(a))=g(f(a’))⇔ a=a’
⇒ f(a)=f(a’)⇔ a=a’

(fog) sobreyectiva⇒ g so-
breyectiva

∀ c∈ C∃ a∈ A : g(f(a))=c
⇒ ∀ c∈ C ∃ b∈ B :g(b)=c
:⇒ g sobreyectiva

La aplicación inversa de f : A → B, f−1, es
aquélla que verifica:

(f−1of) = IA y (fof−1) = IB

Si existe la inversa, es única. Sea f : A → B con
dos inversas distintas, g : B → A y g′ : B → A:

g′ = IAog
′ = (gof)og′ = go(fog′) = goIB = g

Una aplicación f : A→ B se dice:

(1) inyectiva: f(a) = f(a′)⇔ a = a′∀a ∈ A

(2) sobreyectiva: f(A) = B

(3) biyectiva: ∀b ∈ B∃!a ∈ A : f(a) = b

f:A → B es biyectiva ⇔ tiene inversa:

”⇒ ” ∀b ∈ B∃!a ∈ A : f(a) = b
g : B → A con g(b)=a verifica:
(gof) = IA y (fog) = IB

”⇐ ” (f−1of) = IA, inyectiva⇒ f inyectiva
(fof−1) = IB, sobreyectiva⇒ fsobreyectiva
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Parte II

Elementos de la teoŕıa de grupos

1. Operaciones

Dadas dos operaciones internas en
X, se dice que * es distributiva por
la izquierda respecto a · si verifica:

x1 ∗ (x2 · x3) = (x1 ∗ x2) · (x1 ∗ x3)

La distributividad por la derecha se
define de forma análoga.

Unicidad del neutro para * interna:

e1 = e1 ∗ e2 = e2

Un elemento es idempotente para
* interna si:

x ∗ x = x

Se denomina operación interna en el
conjunto X a una aplicación * tal que
*: X*X→X. Dicha operación será con-
mutativa si x1*x2=x2*x1 ∀x1, x2 ∈X, y
asociativa i verifica (x1*x2*x3)=x1*(x2*x3)
∀x1,x2,x3 ∈X.
Dados una operación interna en X y uno de
los miembros de este conjunto, e, se dice que
el elemento es neutro para la operación si:

e ∗ x = x ∗ e = x∀x ∈ X

Aquel elemento que operado con x da siempre
como resultado el neutro se dice simétrico
de x, y se denota x−1. Respecto de una opera-
ción interna y asociativa, el simétrico de cada
elemento es único:

x−11 = e ∗ x−11 = (x−12 ∗ x) ∗ x−11 =

x−12 ∗ (x ∗ x−11 ) = x−12 ∗ e = x−12

2. Elementos de la teoŕıa de grupos

Un grupo es abeliano si la opera-
ción interna es conmutativa.

En un grupo, sólo el elemento neutro
es idempotente:

∃x : x ∗ x = x

e = x−1 ∗ (x ∗ x) = (x−1 ∗ x) ∗ x

(x−1 ∗ x) ∗ x = e ∗ x = x

Dados un conjunto no vaćıo, G, y una opera-
ción interna en él, *, se dice que (G,*) es un
grupo si:

(1) La operación es asociativa

(2) ∃e∈G : e*x=x*e=x ∀x∈G

(3) ∃x−1 ∈G : x−1*x=x*x−1=e ∀x∈G

Si * es interna en H⊂G, H 6= ∅, y (H,*) es un
grupo, H se dice subgrupo de G.
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Propiedades básicas del homomorfis-
mo f:G→G’:

(1) f(eG)=eG′

f(eG)=f(eG*eG)=f(eG)·f(eG) ⇒
f(eG) idempotente ⇒ f(eG)=eG′

(2) f(x−1)=f(x)−1

f(eG)=f(x*x−1)=f(x)·f(x−1)=eG′

⇒ f(x)−1·f(x)·f(x−1)= f(x−1)

Otras propiedades:

(1) Kerf subgrupo de G

(2) H subgrupo de G⇒ f(H) subgrupo
de G’

(3) T subgrupo de G’ ⇒ f−1(T) sub-
grupo de G

(4) Imf subgrupo de G

f inyectiva ⇔ Kerf={eG}
f sobreyectiva ⇔ Imf=G’

Dados los grupos (G,*) y (G’,·), se dice
de una aplicación f de G en G’ que es un
homomorfismo de grupos si verifica:

f(x ∗ y) = f(x) · f(y)∀x, y ∈ G

Dado el homomorfismo f:G→G’, se defi-
ne Kerf como el conjunto de elementos
de G cuya imagen por f es el neutro.

Un conjunto A con dos operaciones in-
ternas, (A,*,·), es un anillo si:

(1) (A,*) es un grupo conmutativo

(2) · es asociativa

(3) · es distributiva respecto a * por
ambos lados

Un anillo es unitario si existe neutro
para la segunda operación. Es abeliano
si la operación · es conmutativa.
Un anillo unitario en que cada elemento
no nulo tiene simétrico respecto de la se-
gunda operación se denomina cuerpo.
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Parte III

Espacios vectoriales

1. Espacios vectoriales

(I) α4(v1+v2)=α4v1+α4v2

∀α ∈K,v∈V

(II) (α+β)4v=α4v+β4v
∀α,β ∈K,v∈V

(III) (αβ)4v=αβ(β4v)
∀α,β ∈K,v∈V

(IV) eK4v=v ∀v∈V

(1) ” ⇒ ”α 6= 0K ⇒ ∃α−10V =
α−1 4 0V = α−1 4 (αv) =
(α−1α)v = v
” ⇐ ”OK 4 v = (OK − OK)4 v =
OK 4 v − OK 4 v = Ovαv 4 Ov =
α(Ov −Ov) = Ov

(2) αu+ (−αu) = v(α− α) = Ov =
αOV = αOv = αv + α(−v) ⇒
(−α)v = α(−v) = −(αv)

Un espacio vectorial es una terna
((V,*),(K,+,·),4) tal que (V,*) es un gru-
po abeliano de vectores, (K,+,·) es un
cuerpo de escalares, y4 es una ley de com-
posición externa que cumple las siguientes
condiciones:

(I) Distributiva respecto a la suma de
vectores

(II) Distributiva respecto a la suma de
escalares

(III) Asociatividad

(IV) Existencia del neutro

Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K (K-espacio vectorial), se verifica:

(1) αv=ev ⇔ α=0K o v=0V

(2) (-αv)v=α(-v)=-(αv)

2. Subespacios de un espacio vectorial

Si {Vi}i ∈ I es una familia de subes-
pacios de V, ∩i ∈I Vi es el mayor
subespacio de V contenido en todos
los Vi. No obstante, la unión de es-
pacios vectoriales no es un espacio
vectorial.

Un subconjunto no vaćıo de un K-espacio vec-
torial, U, se dice subespacio de V si:

(1) u1+u2 ∈U ∀u1,u2 ∈U⊂V

(2) αu∈U ∀α ∈K,u∈U

Además, U es un espacio vectorial con las
mismas operaciones que V y el mismo neu-
tro para la suma.

Si V1 y V2 son subespacios de V, se define el
subespacio suma de V1 y V2 como:

V1 + V2 = {v1 + v2 : vi ∈ Vi}
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3. Sistemas de generadores

(2) v=eKv ∀v∈S⇒v∈<S>
(3) S⊂V’⊂V⇒ αv∈V’ ∀α ∈K, v∈V
⇒ Σiαivi ∈V’ ⇒<S>⊂V’

V1+V2=<V1∪V2 >, V1, V2 ⊂V

De un sistema de generadores se pue-
de eliminar un vector sólo si éste es
combinación lineal de los demás ele-
mentos de S.

< S >=< S−{v} >⇔ v ∈< S−{v} >

S es linealmente independiente ⇔
v/∈<S-{v} > ∀v∈S
” ⇒ ” v∈<S-{v} >⇒ Σαivi=v⇒
(-v)+Σαi vi=0⇒ S linealmente de-
pendiente.
”⇐ ”∃v∈<S-{v} > : Σiαi vi=0⇒
∃ -(αi)

−1 6=0⇒ Σn
i=2αivi= -α1v1

⇒v1=-α−1i Σn
i=2αivi ⇒v∈<S-{v} >

Sea una combinación linealmente
dependiente de vectores de S∪{v}
igualada a cero. Si el coeficiente de v
es nulo, entonces alguno de los otros
αi es distinto de 0⇒ S es linealmen-
te dependiente. Si el coeficiente de v
no es nulo, v∈<S>. En ambos casos
se llega a contradicción.

Dado un conjunto de vectores de un espa-
cio vectorial (V1,K,·), S, se dice que v∈V es
combinación lineal de los vectores de S si:

∃v1, v2, ..., vn ∈ S, α1, α2, ..., αn ∈ K :

Σn
i=1αivi = v

El conjunto de combinaciones lineales de vec-
tores de S, <S>, verifica:

(1) es subespacio de (V,K,·)

(2) contiene a S

(3) está contenido en todos los subespacios
de (V,K,·) que contienen a S.

Dado un espacio vectorial, V, se dice que un
conjunto S de vectores de V es un sistema
de generadores de V si <S>=V.

Un conjunto S de vectores del K-espacio vec-
torial V es libre o linealmente indepen-
diente cuando Σiαivi=0⇔ αi=0 ∀αi, donde
αi ∈K,vi ∈S. Cuando un conjunto no es libre,
se dice ligado o linealmente dependien-
te.

Si (V,K,·) es un espacio vectorial, S un con-
junto de vectores linealmente independientes,
y v/∈<S>, entonces S∪{v} es linealmente in-
dependiente.

4. Bases y dimensión de un espacio vectorial

minimal de generadores: de lo
contrario ∃B−{v} :< B−{v} >=<
B >= V , que implica que B es li-
nealmente dependiente.
Maximal de independientes: sa-
biendo que B es minimal de genera-
dores, {v} ∪B linealmente indepen-
diente implicaŕıa que v/∈< B >

Se llama base de un conjunto V de vecto-
res a un subconjunto B⊂V minimal de gene-
radores y maximal de linealmente indepen-
dientes. Cada vector de V se puede expresar
uńıvocamente como combinación lineal de
los vectores de su base:

Σαivi = Σβivi ⇒ Σ(αi−βi)vi = 0⇒ αi = βi
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base: si B es maximal de linealmen-
te independientes, debe ser genera-
dor, pues de lo contrario ∃v∈V:v/∈<
B > y {v}∪V seŕıa libre.

Base canónica es aquélla formada
por vectores coordinados unitarios,
denotada por C.

Se sigue del teorema de Steinitz que
ningún conjunto de vectores de V
con más elementos que la base pue-
de ser linealmente independiente, ya
que en ese caso los términos de la ba-
se debeŕıan poder sustituirse por los
del conjunto.
todas las bases de un mismo
espacio vectorial deben tener
el mismo número de elementos,
nB, ya que los términos de cada una
deben ser intercambiables por los de
las otras.

(1) Son generadores, porque si exis-
tiera v/∈< B > habŕıa un conjunto
libre B∪{v} con más elementos que
la base, lo cual es absurdo por el teo-
rema de Steinitz.
(2) Si no fueran linealmente inde-
pendientes, seŕıa posible eliminar al-
guno de ellos⇒ Habŕıa una base con
n-i elementos: es absurdo por el teo-
rema de Steinitz.

Los coeficientes αi en la combinación lineal
Σαivi = v, vi ∈ B, se llaman coordenadas
de v respecto de B.

Teorema de existencia de base: dado un
K-espacio vectorial no nulo con un conjunto
finito de generadores, S, ∃B⊂S tal que B es
base de V.

(1) Si S es linealmente independiente, es
base

(2) Si es ligado, ∃v∈S:< S−{v} >=< S >
y se puede eliminar del conjunto. El
proceso es recursivo: se puede repetir
tantas veces como sea necesario

teorema de Steinitz: si V es un espacio
vectorial con una base finita de n elemen-
tos, B={E1, E2, ..., En}, y L={F1, F2, ..., Fr}
es un conjunto linealmente independiente, r
vectores de B se pueden sustituir por vectores
de L para obtener una nueva base de V.

Demostración del teorema de Steinitz:
F1 = Σn

i=1αiEi ⇒ E1 = −α−1i (F1 + Σn
i=2)⇒

E1 ∈< {F1, E2, ..., En} >, {E2, E3..., En} ∈<
{F1, E2, ..., En} >⇒ {F1, E2, ..., En} de ge-
neradores, F1 /∈< {E2, E3, ..., En} >⇒
{F1, E2, ..., En} linealmente independiente⇒
El conjunto es una base

Dados un espacio vectorial, V, con una
base B de n elementos, y un conjunto
L={E1, E2, ..., Er} de vectores de V lineal-
mente independientes, se puede obtener una
nueva base B’ de V tal que L⊂B’ añadiendo
n-r vectores a L.
El número de vectores de una base es la di-
mensión del espacio vectorial y se denota
dimV. Para dimV=n, se cumple que:

(1) B={E1, ..., En} linealmente indepen-
dientes son base.

(2) B={E1, ..., En} generadores son base.
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Puesto que BU∩V tiene r elementos
y se puede completar tanto a una
base de U, añadiendo s-r vectores,
como a una base de V, con t-r vec-
tores, BU∪BV tiene t+s-r vectores,
y es base de U+V.

BU∪BV es base de BU+BV .
Demostración:

(1) BU∪BV generador: v∈V1+V2 se
puede expresar como combinación
lineal de vectores de BU (Ei), BV

(Fi), y BU∩BV (Fi, i=1,2...,t):
v = u1+u2 = Σs

i=1αiFi+Σt
i=1βiFi+

Σr
i=t+1γiEi

⇒u1+u2= Σt
i=1(αi + βi)Fi +

Σs
i=t+1αiFi + Σr

i=1γiEi

Σt
i=1(αi + βi)Fi + Σs

i=t+1αiFi ∈ <
B1 >; Σr

i=1γiEi ∈< B2 >
⇒ v ∈< B1 ∪B2 >

(2) BU∪BV linealmente indepen-
diente: si un vector de BU se puede
expresar como combinación lineal de
los elementos de BV , pertenece a la
intersección de los espacios U y V.
Por tanto, se puede expresar tam-
bién como combinación lineal de los
vectores de BU∩V .
Σs
i=1αiFi + Σs

i=1βiEi = 0 ⇒
Σs
i=1αiFi ∈ V1 ∩ V2 ⇒ Σs

i=1αiFi ∈<
B1 ∩B2 >⇒ Σt

i=1γiEi + Σt
i=1βiEi +

Σr
i=t+1λiEi = 0 ⇒ (γi + βi) = 0 y

λ = 0 ∀i =1,2... o la base es lineal-
mente dependiente, lo cual es absur-
do.

La fórmula de Grassmann relaciona la di-
mensión de dos espacios vectoriales con la de
su suma:
dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V )

Si la intersección de dos subespacios de V, V1

y V2, es {0}, su suma se dice directa y se
denota V1⊕V2. Si V1⊕V2 es el propio V, los
subespacios se denominan suplementarios.

Existe un suplementario para cada subespa-
cio de V. Demostración:

Sea V1 ⊂V un subespacio de V generado por
Bv1={E1, ..., Er}. Esta base se puede com-
pletar a una base de V con n-r vectores,
n=dimV:

Bv = {E1, ..., Er, ..., En}

La intersección de V1 con el espacio generado
por los vectores añadidos es el 0:

< {E1, ..., Er} > ∩ < {Er+1, ..., En} >= {0}

V1 y < {Er+1, ..., En} > son espacios de in-
tersección 0, y la unión de sus bases es una
base de V:

< E1, ..., En >= V

⇒ Los espacios son suplementarios.

V1 ∩ V2 = {0} ⇔ Hay una sola expresión
v1+v2∀v1,v2 ∈V1+V2

”⇒”V1 ∩ V2 = {0} → v1 + v2 = v′1 + v′2 ⇒
v1 − v′1 = v′2 − v1 ∈ V1 ∩ V2 ⇒ v1 − v′1 = 0⇒
v1 = v′1, v2 = v′2
”⇐”v ∈ V1 ∩V2 ⇒ 0 + v = v+ 0 ∈ V1 ∩V2 →
Como la forma de expresión es única, v=0.
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5. Ecuaciones de un subespacio vectorial

Si V es un espacio vectorial de dimensión
n y U es un subespacio de V cuya base es
{ui, ..., ur}, existe un sistema de n-r ecuacio-
nes lineales (ecuaciones lineales del es-
pacio) del que son soluciones los vectores de
U.
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Parte IV

Aplicaciones lineales y matrices

1. Aplicaciones lineales

monomorfismo: aplicación lineal
inyectiva
epimorfismo: aplicación lineal so-
breyectiva
isomorfismo: aplicación lineal bi-
yectiva
endomorfismo: aplicación lineal
f:V→V
automorfismo: endomorfismo bi-
yectivo

f:V→W isomorfismo ⇔ f−1:W→V
isomorfismo. Demostración: basta
con comprobar que es lineal.
⇒f−1(v+w)=f−1(f(a+b))=a+b=
f−1(v)+f−1(w)
f−1(αv)=f−1(f(αa))=αa=αf−1(v)
⇐ Se verifica trivialmente al demos-
trar la primera parte, porque f se
puede considerar la inversa de f−1.

Dada f:V→W, se llama rango de
la aplicación, rangf , a la dimensión
del subespacio imagen.

(1)⇒dimV=n=dimImf. {E1, ..., Er}
linealmente independiente se
puede completar a una base
de V: {E1, ..., Er, ..., En} ⇒
{f(E1), ..., f(En)} base de Imf ⇒
{f(E1), ..., f(En)} linealmente in-
dependientes ⇒ {f(E1), ..., f(Er)}
linealmente independientes.
⇐ {E1, ..., En} base de V ⇒
{f(E1), ..., f(En)} libre, base de W
⇒ dimV=dimW⇒ dimkerf = 0

Dados dos espacios k-vectoriales, V y W, se
dice que f:V→W es lineal si verifica:

(1) f(v1+v2)=f(v1)+f(v2)

(2) f(αv)=αf(v), α ∈K

Si f es lineal, Kerf es un espacio vectorial.
Una aplicación lineal f:V→W está comple-
tamente determinada si se conocen las
imágenes de los vectores de una base cual-
quiera de su dominio, B={E1, ..., En}, ya que
Imf=< {f(E1), ..., f(En)} >. Si Imf=W, la
aplicación se dice epimorfismo

Dos espacios vectoriales son isomorfos,
V∼=W, si entre ellos se puede establecer un
isomorfismo. El espacio K-vectorial V de di-
mensión n es siempre isomorfo a Kn.

Una aplicación lineal f:V→W verifica siem-
pre:

dimV = dimKerf + dimImf

Demostración:
Una base de Kerf, {E1, ..., Er}, se puede
completar a una de V, {E1, ..., Er, ..., En},
de manera que f(E1)=...=f(Er)=0 y
{f(Er+1), ..., f(En)} es una base de Imf. No
se puede suponer lo contrario sin llegar a un
absurdo, pues:
Σn
i=r+1f(αiEi) = 0 ⇒ f

(
Σn
i=r+1αiEi

)
=

0 ⇒ Σn
i=r+1αiEi ∈ Kerf , pero como to-

dos los vectores del Kerf tienen una úni-
ca expresión como combinación lineal de Ei,
i=1,2,...,r, se sigue que αi=0 ∀i=r+1,...,n.

Una aplicación lineal es inyectiva ⇔ La ima-
gen de cualquier conjunto de vectores lineal-
mente independientes es linealmente inde-
pendiente. (1)

11
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(2)”⇒Üna base {E1, ..., Er} gene-
ra V y {f(E1), ..., f(Er)} gene-
ra Imf. Como la aplicación es
sobreyectiva, Imf=W. Por tanto,
{f(E1), ..., f(Er)} genera W.
”⇐Üna base {E1, ..., En} genera V
y {f(E1), ..., f(En)} genera W. Sin
embargo, este conjunto es a su vez
generador de Imf, luego Imf=W.

Th. de clasificación
”⇒”Imf = W ,kerf = {0} ⇒
dimV = dimImf = dimW
”⇐”La aplicación lineal que lleva los
elementos de la base de V a los ele-
mentos de la base de W es un iso-
morfismo, porque Imf=W y, como
dimV = dimW , dimKerf=0.

f:V→W es sobreyectiva ⇔ El conjunto de
imágenes de un sistema generador de V es
generador de W (2).

Teorema de clasificación: Dos espacios
K-vectoriales, V y W, son isomorfos ⇔ Tie-
nen la misma dimensión.

Toda aplicación lineal f:V→W tiene una ma-
triz asociada que, multiplicada por las
coordenadas de un v∈V respecto a BV , da
como resultado las coordenadas de f(v) res-
pecto a BW . Los elementos de esta matriz son
las coordenadas de f(Ei), Ei ∈BV , respecto a
BW .
Dadas dos bases, BV y B’V , de un mismo es-
pacio vectorial V, se llama matriz cambio
de base, IBB′ a la matriz asociada a la apli-
cación identidad respecto de las bases B y B’.

12
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Parte V

Determinantes

1. Definición y propiedades

El determinante de una matriz es
igual al de su traspuesta, por lo que
toda propiedad verificada por sus fi-
las es aplicable a sus columnas.

Determinante de la matriz diagonal:∏n
i=1 aii

Determinante de la matriz triangu-
lar:

∏n
i=1 aii

Determinante del producto de ma-
trices: |AB|=|A||B|

La matriz adjunta, adj(A), tiene por
elementos los adjuntos de cada ele-
mento de A.

La suma de los productos de los ele-
mentos de una fila por los adjuntos
de otra es igual a 0. Si se forma una
matriz B idéntica a A, salvo por la
ĺınea s, que es igual a la r, y se desa-
rrolla det(B) por la ĺınea s, éste será
nulo. Concluye la demostración.

Dada una matriz cuadrada, A, de orden n,
se llama submatriz de A de orden n-r a la
matriz cuadrada que resulta al suprimir r filas
y r columnas de a: A(i1,...,ir |ji,...,jr)

El determinante de una matriz cuadrada
(A) de orden n, |A| o det(A) se calcula:

(1) n=1⇒ det(A)=a11

(2) n≥2⇒ det(A)=Σn
j=1(−1)1+jaijdet[A(i|j)]

El elemento (-1)1+jdet[A(i|j)] se dice cofactor
o adjunto de aij y se denota Aij .

Dada una matriz cuadrada de orden n sobre
R, A, se cumple que:

(1) Todos los elementos de una fila son
nulos⇒det(A)=0

(2) Se intercambian dos filas⇒Cambia el
signo del determinante

(3) En A hay dos filas iguales⇒det(A)=0

(4) Se multiplica una fila por λ ⇒El de-
terminante de la matriz resultante es
λdet(A)

(5) Los elementos de dos filas son
proporcionales⇒det(A)=0

(6) La fila r es suma de dos sumandos⇒El
determinante se puede descomponer en
dos

(7) Una fila es combinación lineal de las
otras⇒det(A)=0

13
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2. Matrices invertibles

rang(A)6=n⇒det(A)=0”
det(C1,...,ΣαiCj ,...,Cn)=
Σn
j 6=iαjdet(C1,...,Cj ,..,Cn)=0

”det(A)=0⇒ @A−1”
∃A−1 ⇒AA−1=I
⇒det(A)det(A−1)=1⇒det(A)6=0
”A no invertible⇒rang(A)6=n”
Considerar fcc=A. Si fuera bi-
yectiva, f−1cc =A−1, luego no lo
es⇒rang(f)<n

Dada A∈Mnxn(R), se dice que la matriz es
invertible si existe B∈Mnxn(R) tal que
AB=BA=Inxn(R). Para una matriz cuadra-
da de orden n, se cumple:

rang(A)6=n⇔det(A)=0⇔A no es invertible

De las igualdades siguientes, basadas en
que la suma de términos multiplicados
por adjuntos que no sean los suyos será
nula, se sigue la fórmula de la ma-
triz inversa: A(adj(A))t=|A|In=(adj(A))tA
⇒ |A|−1adj(A)=A−1.

14
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Parte VI

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Sistemas de ecuaciones lineales

sistema incompatible: no tiene
solución
sistema compatible indetermi-
nado: más de una solución (infini-
tas, si αij ∈ R)
sistema compatible determina-
do: solución única
sistema homogéneo: di=0
∀i=1,2...

v0 ∈Kn es solución de un sistema si
f(v0)=D

dimKerf=n-rang(C)

→Las columnas de C generan Imf,
luego dim(Imf)=rang(C). Por ello,
n=dim(Imf)+dim(Kerf)

En un sistema homogéneo: v0

solución ⇒ v0 ∈Kerf. dimKerf=n-
rang(C)⇒BKerf=<E1,...,En−rang(C) >
⇒ v0=λ1E1+...+λn−rang(C)En−rang(C)

∀v0 solución

(1) f(v0)=D⇒f(v0+v)=f(v0+v)=
f(v0)+f(v)=D+0=D
(2) f(v1-v0)=0⇒ v1-v0 ∈Kerf ⇒v=
v1-v0 ⇒v1=v0+v, v∈Kerf

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con
n incógnitas y coeficientes en K, de térmi-
nos independientes D={d1, ..., dm}, se deno-
minan matriz de coeficientes y matriz
ampliada las matrices:

C =

 α11 ... α1n

... ... ...
αm1 ... αmn



A =

 α11 ... α1n d1
... ... ... ...
αm1 ... αmn dm


Una lista ordenada v0 ∈Kn cuyos elementos
verifiquen las m igualdades es solución del
sistema.
Cada sistema de m ecuaciones lineales con
n incógnitas tiene asociado una aplicación li-
neal f:Kn →Km cuya matriz es fBB′=C, don-
de B y B’ denotan las bases canónicas de Kn

y Km.
Las soluciones de un sistema homogéneo de
n ecuaciones lineales dependen de n-rang(C)
parámetros, donde n es el número de colum-
nas.
Para un sistema de m ecuaciones lineales con
n incógnitas, se verifica que:

(1) v0 ∈Kn solución ⇒ v0+v solución
∀v∈Kerf

(2) v0, v1 ∈Kn soluciones ⇒ ∃ v∈Kerf :
v1=v0+v

Como corolario, si v0 es solución del sistema,
el resto de soluciones son de la forma v0+v,
v∈Kerf.
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2. Teorema de Rouché-Frobenius

(1) Sistema compatible ⇔
D∈Imf=<Columnas de C>
⇔ rang(C)=rang(A)

(2) rang(C)=rang(A)=n ⇔ Sis-
tema compatible, f inyectiva
(dimKerf=n-n) ⇔ ∃! v∈Kn :
f(v)=D

(3) rang(C)=rang(A)< n ⇔ Es
compatible, y por (2) no está
determinado

(4) Sistema homogéneo ⇔
(0,...,0)∈Kn solución ⇒

(4)

{
rang(C) = n⇔ (0, ..., 0) es solución única
rang(C) 6= n⇔ Kerf 6= {0} ⇔ v0 + v solución ∀v ∈ Kerf

(1) rang(C)<rang(A)⇔ Sistema incompa-
tible

(2) rang(C)=rang(A)=n ⇔ Sistema com-
patible determinado

(3) rang(C)=rang(A)<n ⇔ Sistema com-
patible indeterminado

(4) En un sistema homogéneo:

(1) rang(C)=n ⇔ Solución única
(0,...,0)

(2) rang(C)<n ⇔ Infinitas soluciones

3. Regla de Cramer

Se llama matriz de la incógnita xj , Aj ,
a la matiz que resulta de sustituir por D la
columna j de la matriz de coeficientes. Da-
do un sistema de n ecuaciones lineales con n
incógnitas, se cumple que:

(1) det(Aj)=xjdet(A)

(2) Si el sistema es de Cramer (det(C)6=0),
la solución viene dada por:

xj =
det(Aj)

det(A)
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Parte VII

Diagonalización de matrices

”⇒”∃D,S : S−1AS=D ⇒ det(S)6=0
⇒ IBC=S ⇒ fBB=ICBfCCIBC=D
”⇐”fCC=D, fBB diagonal ⇒
fBB=ICBfCCIBC → IBC=S,
ICB=S−1 → S−1AS diagonal

A diagonalizable⇒ An diagonaliza-
ble, n∈Z+. Demostración:
A=SDS−1 ⇒ An=(SDS−1)n ⇒
An=SDS−1SDS−1...SDS−1=SDnS−1

⇒ S−1AnS=Dn diagonal

Av=λv ⇒ A(µv)=µ(λv)=λ(µv)

B=S−1AS→ S−1(A-xI)S=S−1AS -
xS−1IS=B-xI
|S−1(A-xI)S|=|A-xI|=|B-xI|

La matriz S es unión de bases de
ker(A-λiI) puestas en columna.

0 es autovalor de A ⇔ det(A)=0
”⇒”∃v6=0 : Av=0 ⇒ v∈KerA ⇒
rang(A)<n ⇒ det(A)=0
”⇐ QA0=|A-0I|=det(A)=0

λ autovalor ⇒ Ker(A-λI) 6= {0}
(A-λI)v=Av-λv=0 ⇒ v∈Ker(A-λI)
(v6= 0)
Ker(A-λI) 6= {0} ⇒ rang(A-λI)<n
n=dimKer(A-λI)+rang(A-λI) (Te-
ma 4)
rang(A-λI)<n ⇒ |A-λI|=0
Por las propiedades del determinan-
te.

Una matriz D=(aij)∈Mnxn(R) es diago-
nal si i6=j implica aij=0. Dos matrices A
y B ∈Mnxn(K) son semejantes si ∃S−1,
S∈Mnxn(K) : B=S−1AS. Esta relación se de-
nota A∼B. Si la matriz B es diagonal, A se
dice diagonalizable.

La matriz A es diagonalizable⇔ El endomor-
fismo f:Kn →Kn con fCC=A es diagonaliza-
ble (existe una base B de Kn tal que fBB es
diagonal).

Dada A∈Mnxn(R), son autovectores de A
aquellos v∈Kn para los que existe λ ∈K :
Av=λv (v6= 0). El coeficiente λ se denomi-
na autovalor o valor propio de A.

Un autovector está asociado a un único au-
tovalor, pero cada uno de éstos se asocia a
infinitos vectores.

A∈Mnxn(R) es diagonalizable⇔ Existen λi y
vi tales que (A-λiI)vi=0, vi 6= 0. Los autova-
lores son ráıces del polinomio |A-xI|, que se
dice caracteŕıstico. Éste es común para
dos matrices semejantes:

A ∼ B ⇒| A− xI |=| B − xI |

λ autovalor de A⇔ Ker(A-λI) 6=0⇔ rang(A-
λI)<n ⇔ λ ráız de |A-xI|

conclusión: si una matriz A∈Mnxn(K) es
diagonalizable, se cumple que:

(1) Su polinomio caracteŕıstico tiene todas
las ráıces en el cuerpo K, ya que son
elementos de la matriz diagonal

(2) La multiplicidad de cada autovalor co-
mo ráız del polinomio caracteŕıstico
coincide con la dimensión del ker(A-
λiI)
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